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EXERCICE 1.

Un tétraddre dans un cube

On considére un cube
ABCDEFGH, d’'aréte de
longueur 1. On note | le point
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EXERCICE 2.




CORRIGE 1 ® (a) 1¥¢méthode : dansun repere orthonormé, on calcule E_é Iﬁ :
dans (A; AB,AD, AE) ona E(0;0;1), C(1;1;0), H(0;1;1), F(1;0;1).
1 1

ECHF=| 1 |.| =1 |=1x1+1x(=1)+(=1)x0 =0donc (EC) L (HF)

-1 0
2tmeméthode : EF = EH et CF = CH donc la droite (EC) est incluse dans le plan médiateur du
segment [HF]. Or ce plan et orthogonal a (HF) donc (EC) L (HF).

(b) Les deux méthodes précédentes sont valables. Par exemple, EF = EA et CF = CA donc la droite
(EC) est incluse dans le plan médiateur du segment [AF]. Or ce plan et orthogonal a (AF) donc
(EC) L (AF).

(c) (EC)L(HF)c(AFH)et(EC) Ll (AF)c (AFH).
Comme (HF) et (AF) sont sécantes, on en déduit (EC) 1L (AFH)

® (a) (EC) estincluse dans le plan médiateur de [AF] (car EA=EF et CA=CF).

Or [ € (EC) donc I est dans le plan médiateur de [AF], donc IA = IF.
De plus, HA = HF, donc (H]I) est incluse dans le plan médiateur de [AF].
Or ce plan est orthogonal a (AF), donc (HI) L (AF).

(b) On démontre de méme que (FI) L (AH). I est donc l'intersection de deux hauteurs du triangle
AFH : c’est donc son orthocentre. Or, le triangle AHF est équilatéral, donc I est aussi centre de
gravité, et centre des cercles inscrit et circonscrits.

® Les triangles EAH, EAF et EFH sont d’aire égale a la moitié de celle d’'un carré de coté 1, soit %

Le triangle AHF est équilatéral de coté a = v2. Une hauteur étant aussi une médiane dans un tel

triangle, le théoréeme de Pythagore permet de calculer la longueur d'une hauteur, c’est ‘/7§a, donc ici

@ x V2= @. On en déduit I'aire de AFH : @ xvV2=13
Le tétraedre n’est donc pas de type 1.

(EH) L (EAF) donc (EH) L (AF) (car (AF) c (EAF)).
(EF) L (EAH) donc (EF) L (AH) (car (AH) c (EAH)).
(EA) L (EHF)donc (EA) L (HF) (car (HF) c (EHF)).
Le tétraedre est donc de type 2.

CORRIGE2 @© (a) GA+GB+GC+GD=GA+GA+AB+GA+AC+GA+AD=4GA+ AB+ ACAD =
~(AB+ACAD)+ AB+ACAD= 0
(b) fé=ﬁ+zﬁ=—%ﬁ+iﬁ+i1¢1—é+izﬁ=—iﬁwLiA_C)wLiXﬁ
[J=TA+AD+DJ = —%E+E+%[Té= —%ﬁ+@+%(—VAD+A_C)) = —%E+%A_é+%ﬁ
Donc IJ = ZI_C);, donc G € (I)).
On démontre de méme que G € (KL) et G € (M N), ce qui signifie que les droites (I]), (KL) et (MN)
sont concourantes en G.
® (a) Lethéoreme des milieux dans ABC donne (IK)//((AC) et IK = %AC .
Le théoreme des milieux dans ADC donne (L])//((AC) et L] = %AC.
Donc (IK)//(L]) et IK = LJ]. Le quadrilatere IKJL a donc deux c6tés opposés paralleles et de
méme longueur : c’est donc un parallélogramme.
OnaIK = $AC = 3 BD = IL donc le parallélogramme IKJL est un losange.
On démontre de méme que IMJN et KNLM sont des losanges.
(b) Les diagonales d'un losange sont perpendiculaires donc (IJ) L (KL), (IJ) L (MN) et (MN) L
(KL)
® (a) Les losanges précédents donnent a KI = KJ, MI = MJ et NI = NJ. Les points M, NetK étant
non alignés, on en déduit que (M NK) est le plan médiateur de [I]], donc (I]) L (M NK).
(b) (MK)c (MNK)donc (MK) L (I]). Deplus, (AB)//(MK) donc (I]) L (AB)

() (NK)c (MNK)donc (NK) L (I]).Deplus, (CD)//(NK) donc (I]) L (CD)



(d) (GI)=(]) d’apres @b, donc (GI) L (AB). OrIestle milieu de [AB] donc (GI) et donc G est donc
le plan médiateur de [AB].
De méme G est dans le plan médiateur de [CD].

() Onadonc GA=GBet GC=GD.
On démontre de méme que (KL) L (BC) et (KL) L (AD) et donc G est dans le plan médiateur de
[BC] etde [AD]. Donc GB = GC et GA= GC.
Finalement, GA = GB = GC = GD donc G est le centre de la sphére circonscrite au tétraedre

ABCD.



